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INTRODUCCION 
 
Hace 23 años Lanczos mostró que en todo 4-espacio de Riemann el tensor 

conformal es generado por un tensor abcK (que él llamó espíntensor) cuyo 

significado físico (si lo tiene) aún se desconoce. Es extraño que casi nadie le 
preste atención a este resultado tan interesante, sólo recientemente 
Fernández-López-Ovando-Rosales (1985) lograron calcular ijrK para diversos 

campos gravitacionales. La construcción del espíntensor es muy difícil 
mediante el enfoque tensorial, es más exitoso utilizar el formalismo de 
Newman-Penrose (1962), por esta razón en el presente trabajo indicamos 
ecuaciones tipo NP equivalentes a las relaciones tensoriales de Lanczos. Con 
la herramienta desarrollada se obtienen los superpotenciales de Minkowski 
(relatividad especial) y Weert (1974) (electrodinámica de cargas puntuales) y 
también se expone una clasificación Petrov del campo de Liénard-Wiechert 
calculándose las correspondientes direcciones principales. 
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CAPITULO I 
 

GENERADOR DEL TENSOR CONFORMAL 
 
INTRODUCCION 
 
En la sección 1 del presente capítulo se expone el resultado de Lanczos (1962) 
en forma tensorial, y en la sección 2 dicho resultado se transfiere al formalismo 
de Newman-Penrose (NP) (1962). La idea esencial es la presencia de un 
tensor de tercer orden que genera al tensor de Weyl, en general es difícil 
calcular este superpotencial de Lanczos y solo recientemente Fernández-
López-Ovando-Rosales (FLOR) (1985) lograron obtenerlo para diversos 
campos gravitacionales. 
 
1.- Superpotencial de Lanczos 
 
Mediante el cálculo variacional Lanczos (1962) probó que en todo espacio-

tiempo existe abcK  generador del tensor conformal (emplearemos las 

cantidades y notación de Torres (1985)): 
 

    pjqbpbqjqbpjjqpbpjbqqjbpjpqbbpqjpqjb KgKgKgKgKKKKC −+−+−+−= ;;;;     (1.a) 

 
con las propiedades: 
 

                      ,iajaij KK −=       ,0=++ cabbcaabc KKK  0=c
c

aK     (1.b)   

  

                                                        0; =c
c

abK                                                 (1.c) 

 

                                                  
c

rjrrj KKK ≡= cj;                                           (1.d) 

 
No se conoce el significado físico-geométrico del espíntensor 

;ijrK ningún autor 

observa la simetría de jrK  Bampi-Caviglia (1983) dieron una demostración 

rigurosa de (1.a) y obtuvieron bctK  para algunos
4

R  tipo 0; diversos 

investigadores opinan que en el caso general abtK  será un objeto no-local, es 

decir, dependerá de toda la geometría del espacio-tiempo, sin embargo, FLOR 
(1985) han calculado el superpotencial de Lanczos para las métricas de 
Schwarzschild, Kasner (1921), Narlikar-Karmarkar (1949), Gódel (1949), Taub 

(1951) y Bertotti (1959), y en todos los casos tijK resultó ser local. 

 

En los cálculos ijkcC  es dato y la incógnita batK  debe obtenerse a partir de (1.a) 

con las restricciones (1.b,c,d), pero este enfoque directo no es conveniente 

porque (1.a) no proporciona un método sistemático para despejar a ijcK ; es 

más útil proyectar (1) sobre la tétrada nula, esto se hace en la próxima sección. 
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Lanczos (1962) afirma que bcdK  será importante en la unificación de efectos 

cuánticos y gravitacionales, por ello lo bautizó con el nombre de espíntensor: 
Taub (1966,75) no comparte esta opinión. Por otro lado, Maher-Zund (1968) y 

Zund (1975) han mostrado que el espinor asociado a ijrK  satisface una 

ecuación para partículas con masa en reposo nula y espín 2 (por ejemplo, 

gravitones), así que permanece abierta la interpretación de bcdK . 

 
2. Formalismo de Newman-Penrose 
 
Aquí indicaremos ecuaciones tipo NP con la misma información que (1) las 
cuales fueron obtenidas por FLOR (1985), nos limitaremos a exponer los 
resultados ignorando los pasos intermedios. 
 
Construyamos el tensor: 
 

abcabcabc KiKQ *+=                                             (2.a) 

 
que en virtud de (1.b) satisface: 
 

  ,bacabc QQ −=   
c

aQ c = 0     (2.b) 

 
entonces la tétrada de NP conduce a la expresión:  
 

( ) ( ) +Ω−Ω−−Ω+−Ω+Ω= cabcabcabcabcabcabcababc mUmVmMVmUMUQ 43210[2 λλλ  

 

+ ( ) ( ) cabcabcabcabcab nVmVnMmMnU 765 Ω+−Ω+−Ω ],                              (2.c) 

 
donde: 
 

)4)(4)(1(0 K=Ω     ,    )1)(4)(1(4 K=Ω  

 

)2)(4)(1(1 K=Ω     ,    )3)(4)(1(5 K=Ω  

          (2.d) 

)4)(2)(3(2 K=Ω    ,    
)1)(2)(3(6 K=Ω  

 

)2)(2)(3(3 K=Ω    ,    
)3)(2)(3(7 K=Ω  

 
así, determinar ijrK  equivale a calcular las 8 cantidades complejas bΩ , en otras 

palabras, el espíntensor de Lanczos tiene 16 componentes reales 
independientes. 
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Al proyectar (1.c) sobre la tétrada nula obtenemos: 
 

( ) ( ) +Ω+Ω−+−+Ω−+++Ω−Ω+Ω−Ω−∆Ω
53217632

2332 λπτβαγγµµνδδ D  

 

+ 0)3()3( 76 =Ω−−++Ω−+−− ρρεεπτβα , 

 

( ) ( ) +Ω−+−+Ω−Ω++−+Ω−−++Ω+Ω−Ω−∆Ω 42105410 )3(233 πτβασβαπτγγµµδδ D

 

+ ( ) 023 65 =Ω+Ω−−− κρρεε ,         (2.e) 

 

( ) ( ) +Ω−Ω+Ω+−+−+Ω−−++Ω+Ω−Ω+Ω+∆Ω− 432106521 22 λσπτβαµµγγνδδ D

 

+ ( ) ( ) 022 765 =Ω−Ω++−−+Ω+−+− κρρεεπτβα , 

 

donde ∆,,δδ  y D son operadores lineales que dependen de la tétrada nula y 

del sistema coordenado.  
 
De manera análoga (1.a) es equivalente a: 
 

( ) ( )[ ],33332
5410400

Ω+Ω−+−+Ω−Ω−++Ω+Ω−= κρεεσπβαδψ D  

 

( ) ( ) +Ω−Ω−−++Ω−+++Ω+Ω+Ω−∆Ω−= 21054101 6333332 στπβαµµγγδδψ D

  

 + ( ) ( )
654 6333 Ω+Ω−++−+Ω−−+− κρρεετπβα ,  

 

( ) −Ω−Ω−−−+Ω++−+Ω+Ω+Ω+Ω−∆Ω−= 321065212 )2(2 στπβαγγµµνδδψ D

 

 - ( )
7654 2)2( Ω+Ω+−++Ω−−+−+Ω κρρεετπβαλ ,   (2.f) 

 

( ) ( ) −Ω−−−+Ω+Ω−++−+Ω+Ω+Ω−∆Ω−=
31276323

3363332 πτβανγγµµδδψ D

 

 - ( ) ( ) ,3336 765 Ω+−++Ω−−++Ω ρρεεπτβαλ  

 

( ) ( )[ ]
7632734 33332 Ω−++Ω−Ω+−−+Ω+Ω+∆Ω−= τβαλγγµνδψ , 

 
donde  
 

)1)(4)(1)(4(0 C=ψ ,   )1)(4)(3)(4(1 C=ψ , )1)(4)(3)(2(2 C=ψ , 

    (2.g) 

)2)(3)(4)(3(3 C=ψ ,    
)2)(3)(2)(3(4 C=ψ  
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Por último, (1.d) conduce a las ecuaciones tipo NP: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) +Ω+−−+Ω−+−+Ω−Ω+Ω+Ω+∆Ω−Ω−Ω= 321103425)1)(1( 332 εερπβαλνδ DK

 

            + ( ) ( )
76654 233 Ω+Ω−Ω+Ω−−+Ω+−− κσστβαγγµ , 

 

( ) +Ω−−+Ω+Ω+Ω−Ω−Ω+Ω+Ω+Ω+Ω−Ω−= 54422116655)2)(1( )2( πβαλλππµµδδ DK

 

 + ( ) ( ) ( )
77665

222 Ω+Ω+Ω−++Ω−++Ω−− κκρεερεεπβα , 

 

( ) ( ) ( ) ( ) +Ω+Ω−−+Ω−−+Ω−Ω+Ω+Ω+Ω∆−Ω+Ω= 4322115236)3)(1( 332 νταβµγγλνδδK

 

+ ( ( )
77665 2)2 Ω+Ω+Ω−Ω−++Ω−− ρσττβαµγγ ,      (2.h) 

 

( ) ( ) ( ) +Ω+Ω−−+Ω−++Ω−Ω+Ω+Ω+Ω+Ω−Ω−= 3211005241)4)(1( 2 κρεεπβαπλµδδ DK

 

 + ( ) ( ) ( )
66554 233 Ω+Ω+Ω−Ω−−+Ω−− κσρεεπβα , 

 

( ) ( ) −Ω++−Ω+Ω+Ω−Ω−Ω+Ω+Ω+Ω∆−Ω+Ω= 65533226677)3)(3( 322 µγγννλλννδδK

 

 ( ) ( ) ( )
776

333 Ω++−+Ω++−+Ω++− βατβατµγγ , 

 

( ) ( ) ( ) ( ) −Ω++−Ω−++Ω−++Ω+Ω+Ω−Ω−= 1001100)4)(4( 333 ρεεπβαπβαδδ DK

 

 ( )
5544221 223 Ω+Ω+Ω−Ω−Ω+Ω+Ω++− κκσσκκρεε  

 
En el siguiente capítulo utilizaremos (2.e, f, h) para obtener el espíntensor del 
espacio de Minkowski así como el superpotencial de Weert (1974). 
 
 

CAPITULO II. 
 

ESPINTENSORES DE MINKOWSKI Y WEERT 
 
INTRODUCCION 
 
En la Sección 1 empleamos la versión NP de (1) para obtener un espíntensor 
de Lanczos para el espacio de Minkowski, y en la Sección 2 utilizamos (2) para 
deducir el superpotencial que genera a la parte acotada del tensor de Maxwell 
producido por una carga puntual en movimiento arbitrario. 
 
1. Espacio - Tiempo Plano 

En ausencia de gravitación el tensor de Riemann se anula, por lo tanto 0=ijrC  

y deseamos un bcdK que cumpla con esta condición a través de (1). Para tal fin 
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emplearemos coordenadas de Robinson-Trautman y la congruencia discutida 
en (44.a) de Torres (1985): 
 

0======== γνπελτσκ ,  
r2

1

2
−==

ρ
µ  

 

θβα ctg
r

i
⋅==

22
, 0=aψ , a=0,……,4 

             (3.a) 

,
r

D
∂

∂
=  ,

2

1

urr ∂

∂
+

∂

∂
−=∆  









∂

∂
+

∂

∂
=

φθθ
δ

sen
i

r

1

2

1
 

 
que al sustituir en (2.e,f) implica el conjunto de ecuaciones acopladas: 
 

02 4040 =Ω−Ω+Ω+Ω− ρβδ D , 

 

05051 =Ω−Ω+Ω+Ω− ρµδ D , 

 

022 62162 =Ω−Ω−Ω+Ω+Ω− ρβµδ D , 

 

07262 =Ω+Ω−Ω+∆Ω− ρµδ , 

             (3.b) 

02 7373 =Ω+Ω−Ω+∆Ω− βµδ , 

 

0244
7327632

=Ω−Ω−Ω+Ω+Ω−Ω−∆Ω ρβµδδ D , 

 

0442
5405410

=Ω−Ω+Ω+Ω+Ω−Ω−∆Ω ρβµδδ D , 

 

( ) 0323 65216521 =Ω+Ω−Ω+Ω−Ω−Ω+Ω+∆Ω− ρβµδδ D , 

 
 

cuya solución es inmediata 
 

0=Ωa , 4≠a ,  θ2

4
csc

1

r
−=Ω                         (3.c)      

 
y por (2.c): 
 

( )
cabcababc mUmU

r
K +⋅= θ2

csc
1

,     (3.d) 

 
este espíntensor para relatividad especial es muy simple comparado con los 
resultados de Takeno (1964). 
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2. Campo de Liénard – Wiechert 
 
En López (1982) se estudió el campo electromagnético producido por una 
carga puntual moviéndose arbitrariamente en el espacio de Minkowski, el 
correspondiente tensor de Maxwell tiene una parte 

B
acT que llamamos acotada 

porque es la porción dominante cerca de la carga: 
 

B
T bc ( ) ( ) 





+−++= −

bccbbccb gnnQarUnUnrrq
2

122242 , 

 

q = carga, bbb aQeU += )4( , )1(
1

TrQ −= − , c

c
arnT −= ,   (4.a) 

 

=ca aceleración de la partícula, 

 
además, puede checarse que (4.a) satisface 
 

B
T ac = 

B
T ca ,   

B
T c

c =0,  
B
T a

c

c; =0  (4.b) 

 

Las propiedades (4.b) se cumplen si construimos 
B
K abc  con las simetrías (1.b, c, 

d) tal que 
 
 

B
T ab

B
K= a

c

cb;
B
K≡ ab                                           (4.c) 

 

entonces 
B
K ))(( ba = 0 excepto 

 

B
K )2)(1(

4

2

2

−= r
q

, 
B
K )3)(1( ν32 −−= rq ,     (4.d) 

 
aquí nos apoyamos en la congruencia nula estudiada en (41, 42, 43) de Torres 
(1985): 
 

0====== πελτσκ ,  
r2

1

2
−==

ρ
µ  , θβα ctg

r

i
⋅==

22
, 

 

( )[ ]
)3()2()1()2()1(

2

1
aSenaSenCosaCosCosiaCosaSen θφθφθφφν +−−++−= , 

           (4.e) 

( )[ ]
)1()2(

2

1
aSenaCosictgpa c

c φφθγ −−= , 
r

D
∂

∂
=  

 

,
1

2

1









∂

∂
+

∂

∂
=

φθθ
δ

Sen
i  
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( ) ( )
ur

r
Sen

i

∂

∂
+

∂

∂






++−

∂

∂+
−

∂

∂
−=∆ γγ

φθ

νν

θ
νν

2

1

22
, 

 
  
al colocar (4.d, e) en (2.e, h) se genera un sistema de ecuaciones (que no es 
necesario indicar) el cual admite la solución: 
 

B
Ω a 0= , 7,6≠a , 

B
Ω

6

3
2

4

−−= r
q

, 
B
Ω

7 ν22 −= rq   (4.f) 

 
que al sustituir en (2.c) nos conduce al superpotencial de Weert (1974) (este 
autor nunca mencionó cómo obtuvo su resultado): 
 

B
K sbc ( )( ) ( ) ( )[ ]

scbbcscsbbscsbbs ngngnnanarnneneTr
q

−+−+−−−= −
443

4
)4()4(

3

2

, (4.g) 

 
López (1982) también construyó (4.g) sin utilizar el formalismo de NP. 
 
Si ahora seguimos la analogía con el trabajo de Lanczos (1962) entonces 
podemos construir un “tensor de Weyl-electromagnético” mediante (1.a, 4.c): 
 

B
C jrim

B
K= mjri ;

B
K− ijrm;

B
K+ rimj;

B
K− jimr;

B
jm Tg+ ir

B
ij Tg− mr

B
ri Tg+ mj

B
rm Tg− ij ,  (4.h) 

 
que al proyectar sobre la tétrada nula origina (2.f) y que en unión de (4.e, f) 
implica: 
 

B

ψ c ,0=  ,4,1,0=c  
B

ψ
2

42 −= rq ,    
B

ψ 3

c

cmarqrq
3232 −− −=−= ν     (4.i) 

 

con estas cantidades 
B

ψ c  podemos realizar la clasificación de Petrov (CP) del 

potencial de Liénard-Wiechert, para este fin utilizamos un algoritmo existente 
en Ovando (1985), obteniéndose que: 
 

“Caso general ( )0≠ca  : 
B
C ijrm  es tipo II, 

             (4.j) 
Caso particular ( )0=ca  : 

B
C ijrm  es tipo D” 

 
En López-Tun (1983) se desarrolló esta idea de “CP electromagnética” pero ahí 
sólo se concluyó que (4.h) era tipo II ó D pero no se dedujo (4.j), es decir, bajo 
qué circunstancias 

B
C ijrm  era de un determinado tipo Petrov, de (4.j) vemos que 

la aceleración de la carga decide si (4.h) es tipo II o D. Este resultado 
complementa las analogías encontradas por Newman (1974) entre el campo de 
Liénard-Wiechert y las métricas de Robinson-Trautman (1962). 
 



 9

En Ovando (1985) se indica cómo construir los vectores de Debever-Penrose 
de un tensor con las simetrías algebraicas del tensor de Weyl, así encontramos 
que las direcciones principales de 

B
C ijrm  son: 

 

)(doblen
c , )(simple

cλ   y    ( )cccc mmrnr νννν +++
3

2

9

4 2λ  )(simple       (4.k) 

 

cuando 0=ja  entonces rλ se vuelve 2-degenerado. Dejamos pendiente el 

investigar qué papel desempeña el tercer vector de (4.k) respecto al potencial 
de Liénard-Wiechert. 
 
 

CONCLUSIONES 
 

Los resultados tensoriales de Lanczos (1962) se han expresado en el 
formalismo de NP lo cual ha permitido deducir de manera simple los 
espíntensores de Minkowski y Weert. También se estableció la clasificación 
Petrov del campo de Liénard-Wiechert. 
 
Queda pendiente la obtención del superpotencial de López (1982) que genera 
a la parte radiativa del tensor de Maxwell producido por una carga puntual con 
movimiento arbitrario, el espíntensor necesariamente será no-local. 
 

Debe ser interesante desarrollar una clasificación algebraica de pqcK y 

encadenar ésta con la CP de ijkrC , este será el motivo de otra investigación. 
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